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刘蒋巍：2025 江苏复赛不等式推广证明及其变式

作者借鉴参考文献[1~6]中的研究方法，对 2025全国高中数学联赛江苏复赛

第 9题不等式进行系统研究。

【试题呈现】

（2025 全国高中数学联赛江苏复赛第 9 题，16 分）

设 a，b为正实数，证明：
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【推广命题：一般性命题】

为了让研究更有价值，我们对 2025全国高中数学联赛江苏复赛第 9题作如下一

般性推广：

（推广命题）

设 a，b为正实数， nm, 为非负实数，且 nmk  2 ，则 knnmm bababa )
2
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证明：比值法，利用单调性简化证明

令 )0(  tbta ，则欲证不等式 knnmm bababa )
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knm ttt )
2
1(2)1( 

 ，即：
)1(

)1(2 1





nm

k
k

tt
t

，其中 nmk  2

令
)1(

)1()(



 nm

k

tt
ttf ，求导分析单调性：当 )1,0(t 时， 0)(  tf ，

)1(
)1()(



 nm

k

tt
ttf

单调递减；当 ),1( t 时， 0)(  tf ，
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注意到 12)1(  kf ，则命题得证！

说明：2025全国高中数学联赛江苏复赛第 9题仅为该推广命题“ 4,6  nm ”

情况下的特例.
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【相关命题及其证明】

设 a，b为正实数， nm, 为非负实数，且 nmk  2 ， ]1,0(k

则 knnmm bababa )
2

(2)( 


证明：

引理（加权不等式）：对正实数 yx, 和权重 0, qp ，且 1 qp ，有 qypxyx qp 

引理证明：对凸函数 ttf ln)(  ，由 Jensen不等式的加权形式：

对正实数 yx, ， 1 qp ， 0, qp ，有：

yqxpqypx lnln)ln( 

对上式两边取以 e为底的指数，得：

qpyqxp yxeqypx   lnln ，当且仅当 yx  时取等号.

证毕！

记 mnm baX  ， nmmbaY  ，则 YXbaba nnmm  )(

对于 mnm baX  ：指数和 kmnm  ，取权重
k
nmp 

 ，
k
mq  ，则 1 qp ，

由“ qypxyx qp  ”得： kkkkqkpkmnm b
k
ma

k
nmqbpababaX 
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同理，对于 nmmbaY  ，取权重
k
mp  ，

k
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 ，得： kk b
k
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两式相加，得： kknnmm baYXbaba  )(

当 ]1,0(k 时，构造函数 kttg )( ，由 Jensen不等式： k
kk baba )
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【变式题组】

以该推广命题为起点，设计从基础难度到高中竞赛难度的变式题，引导学生

在循序渐进的探究中，提高数学能力。
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【从初中到新高一】

（变式 1，初中难度）设 a，b为正实数，求证： 3)
2

(2)( babaab 
 ；

参考解答：

欲证不等式等价于：
4
)( 3

22 baabba 
 ，即证： 322 )()(4 baabba  ，即证：

0)(433 2233223223  abbabaabbababbaa ，注意到：

0))(()2)(()())(( 222222233  babababababaabbababaabbaba

当且仅当 ba  时取等号，证毕！

【刘蒋巍说】我们通过具体指数，让学生直观感受“乘积和”与“均值幂”的

关系，为后续抽象推广学习作铺垫.

（变式 2，新高一难度）设 a，b为正实数，求证： 4)
3
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参考解答：

由均值不等式，得： 3)
3

( cbaabc 
 ，当且仅当 cba  时取等号

则 43 )
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 ，当且仅当 cba  时取

等号，证毕！

【刘蒋巍说】我们从二元到三元，引导学生发现“变量个数增加时，系数与均

值分母同步变化”的基本规律.

【高中数学竞赛】

（变式 3，竞赛难度）设 a，b为正实数，证明： 8
1

16
1

16
1

32
1

32
1

)
2

(2)( bababa 


参考解答：
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取等号

因为 2)
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，当且仅当 ba  时取等号；

将上面两个不等式两边分别相乘，得：
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当且仅当 ba  时取等号.

【刘蒋巍说】命题“设 a，b为正实数， nm, 为非负实数，且 nmk  2 ， ]1,0(k

则 knnmm bababa )
2

(2)( 
 ”中，令

32
1

m ，
16
1

n ，则
8
12  nmk ，即为

变式 3.

训练若此，其技必强！
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